Lycée La Martiniére Monplaisir PT

TDyy — Propriétés métriques des courbes planes

Exercice 1

On consideére la fonction A : [0,1] — R définie par h : t — v/t . Calculer la longueur de la courbe
représentative de h.

Exercice 2

Déterminer le rayon de courbure au sommet de I’hyperbole d’équation xy = k ou k est un réel
strictement positif fixé.

Exercice 3

La lemniscate de Bernoulli a pour équation :

t

xTr =
4
1;3t
YT

1. Tracer cette courbe.
2. Déterminer le cercle de courbure en tout point.

Exercice 4

Déterminer le repére de Frénet et la développée de la courbe plane (C) paramétrée dans un repere
orthonormé par :
x = cos?(t) + In| sin(t)|
{ y = sin(¢) cos(t)

Exercice 5

Déterminer le repere de Frénet et la développée de la courbe plane donnée dans un repere ortho-

normé par ’équation cartésienne : y = aln (cos (7)), ou a est un réel strictement positif fixe, et
a

s
<a—c.
o] <

Exercice 6

Un point M décrit un cercle (C') de rayon R.
1. Soit A et B les projections orthogonales de M sur deux diameétres perpendiculaires de (C).
Déterminer et représenter le lieu (T') de la projection orthogonale de M sur la droite (AB).
2. Déterminer I'enveloppe des droites (AB).
3. Déterminer et tracer la développée de (T").

Exercice 7

La deltoide est la courbe paramétrée par :

{ x(t) = 2 cos(t) — cos(2t)
y(t) = 2sin(¢) + sin(2¢)

1. BEtudier et tracer cette courbe.
2. Déterminer et tracer sa développée.

Exercice 8

Déterminer la développée de la courbe I' de paramétrage

{ x(t) = 2ch(t)
y(t) = 3sh(t)
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Exercices issus d’oraux

Exercice 9
(Oral 2007)

Soit (C) paramétrée par z(t) = 3 cos(t) + 3 cos(2t) + cos(3t) et y(t) = 3sin(t) + 3sin(2t) + sin(3t).

1. Tracer la courbe (C).
2. Déterminer la longueur de (C).
3. Déterminer la développée de (C).

Exercice 10
(Oral 2010)

Soit I' la courbe d’équation y = In(z).

1. Déterminer la développée de T'.
2. En quel point de T' le rayon de courbure est-il minimal (en valeur absolue) ?

Exercice 11
(Oral 2018)

1
Dans R?, on considére f,, définie sur [0, 1] par f, () = — ch(nz). On note C' la courbe représentative
n

de f, et I' sa développée.
1. Trouver la longueur de C.
2. Trouver un paramétrage de I'.
3. Trouver la longueur de I'.
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COI‘I‘igéS des exercices |Dans tout le corrigé on assimilera les vecteurs de

2 s . . . . . -
R® a la matrice de leurs coordonnées dans le repére orthonormé canonique (O, 7, j).

Corrigé de l’exercice 1

z(t) =t
y(t) = hit) = tv

La courbe représentative de h se parametre par {

Sa longueur est alors

Ly(0,1) :/0 V()2 +y(t)2de

:/01,/12+(;\/i>2dt

1t
25/ v4+9tdt

_ 112 !

- {93(4+9t)3}

_ (4+9)% —45

0

Corrigé de I’exercice 2

L’hyperbole admet pour axe focal la premiere bissectrice. Ses sommets sont les intersections de
I'hyperbole avec la premiére bissectrice. Ils ont pour coordonnées (Vk, Vk) et (—Vk, —Vk).

z(t) =t
On parametre ’hyperbole par k
y(t) = 7
1 2
1 1 1
Ainsi ?(t) =———| -k | =—— (t ) et ﬁ(t) a pour coordonnées —— <k2>
/1_4_1;‘75 e A+ k2 \—k T k2 \t
On a alors
d? 1 T
ds () = s'(t) ®)
ot ( —4t3 <t2 ) L1 (2t>>
_\/:54+7k2 t+k2)2 \—k)  Vir+ k2 \0
—2t5 2t(t* + k?)
(t* + k2)2 + k2 2kt 0
e (o)
o 2kt? Nt
G
. 2kt? 4 k2)3
On a ainsi y(t) = W et donc, pour t # 0, R(t) = %

En particulier pour ¢t = V&, on a R(Vk) = V2k et pour t = —Vk, R(—Vk) = —V2k

Corrigé de I’exercice 3
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1. Les fonctions z et y sont de classe C! sur R.
Elles sont toutes les deux impaires, on étudie donc la courbe sur R™ et on obtient le support
complet par symétrie par rapport a O.
1 1
On a de plus z (t) =y(t) et y (t) = z(t). On va donc étudier la courbe sur [0, 1] et on
obtiendra son support sur [1, oo par symétrie par rapport a la premiére bissectrice.
13t t2(3 — t)

viel0,1],  a'(t) = areeg v = (A+t9?

] et décroissante sur [ y est croissante sur [0, 1].

7 \/51]

On a y'(0) = 0, donc la tangente au point de parameétre 0 est horizontale. Comme

x est croissante sur {0,

%\

1 1
il y a une tangente verticale au point de parametre 7 Enfin on a 2'(1) = —5 et y'(1) = 3
la tangente au point de parametre 1 est donc dirigée par j — 7 , elle est ainsi perpendiculaire
a la premiere bissectrice

Figure .1 — Tracé sur [0, 1]

S 4

P
8
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Figure .2 — Tracé complet

<@

0.5 1

0.5

-1.0 -

\.

2. Le repere de Frénet associé a cette courbe est

_ 1 -3\ 1 1-3t* 1
T - V(1 =312 +#3(3 — t1)? <t2(3—t4)) (14143 <t2(3—t4))’ N (1+14)

On a alors

(e 4 ()
-y (0 (45 ) <00 ()
I —18% + 6t7
T are <—18t5+6t)

(

6t
V14t

Pour ¢ # 0 on a alors R(t) =

Ainsi (t) =

V14t
6t

Le centre du cercle de courbure s’obtient par M (t) + R(t)ﬁ(t), il s’agit donc du point (¢)
de coordonnées

t t3 +\/1+t4 1
1+¢47 1+t 6t (1+14)3

(#2(t* - 3)1 - 3tY) = T (t° 4 3t%,1 + 3t*)

Le cercle de courbure est ainsi le cercle de centre 2(¢) de coordonnées

V14t
6t

1 6 2 4
— (t 3t°, 1+ 3t
Gi g L3

et de rayon R(t) =
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On peut tracer la développée de notre courbe

Figure .3 — Lemniscate en bleu, sa développée en vert

Corrigé de I’exercice 4

— Etudions d’abord (C) : x est m- périodique et paire, y est 7 - périodique et impaire.

T
On va ainsi limiter notre étude a }0, 5} et on obtiendra le support total par la symétrie

orthogonale d’axe (Ox)
Pourt € Ron a
—2sin(t)®4+1  cos(2t) cos(t)

o ) cos(t)
x'(t) = —2cos(t) sin(t)+ sin(?) - sin(t)

sin(t)

= cos(t)

y'(t) = cos(t)?—sin' t) = cos(2t)

On en déduit le tableau des variations conjointes

¢ 0 % g
2 (t) + 0 - 0
1—1In(2)
2
—00 0
y(t)

0 0

y'(t) + 0 -
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. s e 71' N N
Un développement limité en 1 montre qu’on y trouve un rebroussement de premiere espece.

T
On se contente de ’étude sur }07 5} , on obtiendra également la développée de la courbe pour

te [g, 71'{ par la symétrie orthogonale d’axe (Ox).

On a
. cos(2t) cos(t) )
_Isin@®)] [ —===—= _ (cos(t) o ~(—sin(?)
?(t) ~ Jcos(2t)] :g;l((ztg) B <sin(t)> k ﬁ(t) N ( cos(t) )
et 5/(t) = |sin(t)|  sin(t)

~ Jcos(2t)|  cos(2t)’

On peut écrire ?(t) = (cos((a(t))) avec a(t) =t

sin(a(t))
_da /() sin(?) _ cos(2t)
On a alors v(t) = s S cos(2h) et donc R(t) = sin ()
Le centre de courbure C(t) a alors pour coordonnées
) i cos(2t) . . . cos® (t)
(cos?(t) + In | sint|, sin(t) cos(t)) + () (—sin(t), cos(t)) = (sm (t) + In|sint|, sm(t)>
Sur [Z’ 5}, on a
. cos(2t) cos(t) .
_sin(t)] [ ————2 _ _ cos(t) o _ (- sin(t)
(0 - osn] | mit) )T <sin(t)> © N ( cos(t) )
ot §'(1) — | sin(?)| _ sin(t)
ts(t) | cos(2t)] cos(2t)
L _ (cos(a(t)) _
On peut écrire ?(t) = (Sin(a(t))) avec at) =t+m
_da  A(t)  sin(t) ~ cos(2t)
On a alors v(t) = & S0 T cos2t) et donc R(t) = — sin ()

Le centre de courbure C(t) a alors pour coordonnées

cos(2t)

(cos?(t) + In | sint|, sin(t) cos(t)) — Sn(0)

cos®
(sin(t), — cos(t)) = (Sin2 (t) + In|sint|, sm(sft))>

x(t) = sin®(¢) + In | sin(t)]
Un paramétrage de la développée est donc (D) : cos(

Le tracé de la développé est alors le suivant
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Figure .4 — (C) en bleu, sa développée en vert

—_—— % x
-3 -2 1
Corrigé de ’exercice 5
, z(t) = at T om
— On peut paramétrer (C) par {y(t) _ aln(cos(t)) te ] —5 5[

n a alors v(t) =a
0 : {y’(t) = —atan(t)
Ainsi

B 1 a | cos(t)] a [ cos(t) _ (sin(?)

?(t) a2+ a? tan(t)2 (—atan(t)) N a (—atan(t)) B (‘ sin(t)) et ﬁ(t) o (Cos(t)>
Bt s'(t) = cos(t)
En posant a(t) = —t on a ?(t) = (Z?ﬁégg;;)
Alors y(t) = j—j = j’/((zf)) = _cos(t) et donc R(t) = —@

Le centre de courbure C(t) est alors le point de coordonnées

cos(t)

(at,aln(cos(t))) + (sin(t), cos(t)) = (a(t — tan(t)), a(ln(cos(t)) — 1)

z(t) = a(t — tan(t))

La développée (D) est ainsi paramétrée par
ppée (D) P P {y<t>=a<ln<cos<t>)—1>
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Le tracé de la développé est alors le suivant (on a pris ici a = 1)

Figure .5 — la courbe en bleu, sa développée en vert

Corrigé de I’exercice 6

1. On va se placer dans le repére orthonormé direct d’origine O, centre du cercle et dont les
axes sont les supports des deux diametres sur lesquels on projette.

x(t) = Rcos(t)

y(t) = Rsin(t)

(Rcos(t), Rsin(t)), alors A a pour coordonnées (Rcos(t),0) et B (0, Rsint).

Une équation de la droite (AB) est ainsi x sin(t) + ycos(t) = Rsin(t) cos(t).

Dans ce repere, le cercle est paramétré par { et, si M a pour coordonnées

Un vecteur normal & (AB) est 77 de coordonnées (sin(t), cos(t)), ainsi le projeté orthogonal
H de M sur (AB) a des coordonnées de la forme (R cos(t) + Asin(t), Rsin(t) + A cos(t)) avec
AeR.

De plus H € (AB), donc A = —Rsin(t) cos(t), d’ott H a pour coordonnées (R cos®(t), Rsin®(t)).
t) = Rcos®(t)

z(
I') est ainsi la courbe paramétrée par
@) P P { (t) = Rsin®(t)

Etudions cette courbe

x et y sont 2m-périodiques, de plus x est paire et y est impaire, on va ainsi limiter notre étude

a [0, 7] et on obtiendra le support complet par symétrie orthogonale par rapport & axe des

abscisses.

On a également, pour ¢ € [0, 7], z(m —t) = —z(t) et y(m —t) = y(¢). On va donc limiter notre
™

étude a [0, 5} et obtenir le support sur [0, 7] par une symétrie orthogonale par rapport &

laxe (Oy).

Enfin, pour ¢ € [O, g} onax (g — t) =y(t) et y (5 — t) z(t). On va donc limiter notre

™ 7r
étude a [0, Z} et obtenir le support sur [07 5} par une symétrie orthogonale par rapport la

droite d’équation y = x.

9 Bastien Marmeth
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Pour t € [O, g] on a
2'(t) = —3Rsin(t) cos(t)? <0 et y(t) = 3Rcos(t)sin(t)? = 0

Le point de parametre ¢t = 0 est singulier, au voisinage de t = 0 on a

() 2 (5)+5 () =5 () et

La famille (<_(?;R) , ( 62%)) est libre, ainsi le point de parametre 0 est un point de rebrous-

sement de premiere espece.

On obtient le tracé suivant (on a pris R = 1)

Figure .6 — Tracé de I', une astroide

4
J

\ 7

2. La droite (AB) est la droite passant par A(t) de coordonnées (R cos(t),0) et dirigée par  (t)
de coordonnées (— cos(t), sin(t)).

—cos(t) sin(t)

sin(t)  cos(t)

On a det( (), ©'(t)) =
existe bien.
On la cherche sous la forme f : t — A(t) + A(t) W (t) ou det(f'(t), @ (t)) = 0. On a alors

‘ = —1 # 0 donc l'enveloppe (£) des droites (AB)

—Rsin(t) + A(t) sin(t) — X' (t) cos(t) — cos(t)
A(t) cos(t) + N'(t) sin(t) sin(t)

—Rsin(t) + A(¢) sin(t) — cos(¢)
A(t) cos(t) sin(t)

& —Rsin?(t) + A(t) sin®(t) + A(t) cos®(t) = 0
& At) = Rsin®(t)

‘O & ‘ =0

La courbe (£) est ainsi la courbe paramétrée par

x(t) = Rcos(t) — Rcos(t)sin®(t) = Rcos®(t)
y(t) = Rsin®(t)

On retrouve 'astroide (I")
3. On a vu qu’on pouvait limiter I’étude de I" a 'intervalle [0, %} et obtenir le support complet

par diverses symétries. Il en va de méme pour sa développée.

T
Soit ¢ {0, f]
o1 S 1

2'(t) = —3Rsin(t) cos(t)> < 0 et y(t) = 3Rcos(t)sin(t)> = 0

10 Bastien Marmeth
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On a

?(t) - 1 —3Rsin(t) ?os(t)2
\/9R2 sin?(t) cos(t)4 + 9R2 cos(t)? sin(t)4 ( 3R cos(t) sin(t)? )

_ 1 <—3R sin(t) Cos(t)2>
" 3Rsin(t) cos(t) \ 3Rcos(t)sin(t)?

- (o)

D’ou ﬁ(t) = (_ sin(t)) et s'(t) = 3Rsin(t) cos(t).

— cos(t)

En posant a(t) = 7 —t on a alors ?(t) = (Zij((z((;))b

Dou, si t # 0,

Q
~
—~
~
N

o - 1
Y0 =50 = T 3Rem(t) cos(d)

Et donc R(t) = —3Rsin(t) cos(t)
Le centre de courbure C(t) a donc pour coordonnées (R cos®(t) + 3Rsin*(t) cos(t), Rsin®(t) + 3R cos?(t) sin(t)).

- =
Notons (9>7 ) ,_g ) notre re;ﬁre oi;chonormé et considérons le repére orthonormé (O, , 7),

. 1+ g -1+
0117: et?zi.
V2 V2

Si un point M a pour coordonnées (z,y) dans (O,

(0,7, ) vérifient

- —
i, 7 ) alors ses coordonnées (X,Y) dans

)

3)=5 () 0)

La développée de (T') est alors la courbe paramétrée dans ce nouveau repére par

—_

(X(t)) NG (Rcos®(t) + 3Rsin’(t) cos(t) + Rsin®(t) + 3R cos®(t) sin(t))
Y)) % (—Rcos™(t) — 3Rsin’(t) cos(t) + Rsin®(t) + 3R cos™ (t) sin(1))
- %(cos(t) +sin(t))?
5 inft) — cos(t)®
R 3 7" : T . 3
B R\/i\/i (cos (Z> cos(t) — sin (_Z) sm(t)) 3
B 3 m . (T
ﬁﬁ (sm(t) cos (Z) cos(t) — sin (Z) cos(t))

3

2R cos (t — z)
4

2R sin (t — E)g
4

Finalement la développée de (T') est alors la courbe paramétrée par

X(t) =2Rcos (t— 2)3

™
vy —omam(t-T)° R\ (k7 , kez]

Ainsi la développée est une astroide d’axe (OX) et de rayon 2R privée de quatres points..

11 Bastien Marmeth
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PT

Figure .7 — Tracé de I" (en bleu) et de sa développée (en vert)

Corrigé de ’exercice 7

1. Les fonctions z et y sont 2w-périodiques, de classe C* sur R.

x est paire, y est impaire, on limite donc étude & [0, 7] et on obtiendra le support complet

par la symétrie orthogonale d’axe (Ox).

Pourt € Ron a

a'(t) = 2(sin(t) — sin(2t)) = 4sin <‘) €08 <§>

Y(£) = 2(cos t + cos(2t)) = 4cos <§> cos (5>

t

On en déduit le tableau des variations conjointes

t : .
2 (t) + 0 -
3
2
. / \ )
3v3
2
Y / \ 0
y'(t) + 0 —

On a 2/(0) = 3'(0) = 0. Le point M (0) est un point singulier.

De plus, on a

Bastien Marmeth
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§ )2 _m\3 3
() = [ava ) =55 (G09)+ 552 (5 o (- 9))
2

-3V3 3

1
sement de premiere espece, la tangente est dirigée par le vecteur de coordonnées < f)

3
()= () + 57 )+ 557 (G) =0 e-)

La famille ((6) , < 0 >) est libre . Le point M (7) est donc un point de rebroussement de

La famille (( -3 ) , (_3\/§)> est libre . Le point M (g) est donc un point de rebrous-

0 —6
premiere espece, la tangente est dirigée par le vecteur de coordonnées 0/

Le tracé de la courbe est le suivant

Figure .8 — Tracé de la deltoide
o

2. — Pourte {0,§[ona

13
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Asi t 3t
sin | = ] cos [ =
T (1) = 1 2 2
(t) - t t t 3t
\/16 sin? <2) cos? (3L) + 16 cos? <2> cos? (3) dcos | 5 Jcos | o

4sin | — | cos ﬁ

1 2 2

4 |COS (%H 4 cos (; cos (?)t

(=02
()

— cos )
Dol ﬁ(t) = 2J|. pe plus §'(t) = 4
sin <>

cos ﬁ = 4 cos ﬁ
2/ 2

((ontottn)

et donc R(t) = —8cos (32t>

t

-t
En posant a(t) = T on a alors ?(t)

a'(t)

s'(t) ~ 8cos (3)

Dot () =

Le centre de courbure C(t) est alors le point de coordonnées

(2 cos(t) — cos(2t), 2sin(t) + sin(2¢))—8 cos (3;) (- cos ( ;) sin (;)) — (3c0s(2t) + 6 cos(t), Gsin(t) — 3sin(2t))
— Pour t E}g,ﬂ'[on a

1 ( ) (%)
2

t
4 cos > cos
2

|

t
cos <>
Dot ﬁ(t) = 2t . De plus s'(t) = 4 |cos (Zt)‘ = —4cos (3;>
—sin (2)

En posant a(t) = _7;_ L on a alors ?(t) - <(s:?§§z((:)))))

— COS

DO DN =+

o (t) 1
s'(t)  8cos ()

Le centre de courbure C(t) est alors le point de coordonnées

Dot v(t) =

3t
et donc R(t) = 8cos (2)

t

(2 cos(t) — cos(2t), 2sin(t) + sin(2t))+8 cos (3’;) <cos (2) , —sin (;)) = (3cos(2t) + 6 cos(t), 6sin(t) — 3sin(2t))

Finalement la développée est la courbe paramétrée par

x(t) = 3cos(2t) + 6 cos(t) ™ 0 5m 5m
{y(t) :6sin(t)t——;sin(2t) re [O’S[U}?)’”[U}”’zz,{u]:s’%}

La transformation ¢ — w+t donne x(t+m) = —3(2 cos(t) —cos(2t)) et y(t+m) = —3(2sin(t)+
sin(2t)).

14 Bastien Marmeth
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On obtient donc la développée a partir de la courbe initiale par homothétie de centre O, de
rapport —3.

Figure .9 — Tracé de la deltoide (en bleu) et de sa développée (en vert)

Corrigé de I’exercice 8

2 2
x
On reconnait ici le paramétrage d’une branche de 'hyperbole d’équation T % =1.
La développée est I’enveloppe des normales a la courbe.
sh(t)

L . R . 2
Le vecteur dérivé au point M (t) de parameétre ¢ a pour coordonnées ( ) et un vecteur

3ch(t)
—3ch(t)
2sh(t) >

—3ch(t) —3sh(?)
2sh(t)  2ch(?)

normal est le vecteur 7 (t) de coordonnées (

On a det(7 (t), 7'(t)) = ‘ ‘ = —6 # 0, l'enveloppe recherchée existe donc

bien.
On cherche Penveloppe sous la forme A(t) = M(t) + A(t) 7 (t) ot det(A’(t), 7 (t)) = 0.

15 Bastien Marmeth
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On a
det(4'(0), 7 (1) = 3 chg 42 cg();};((g + giﬂﬁigi/gg 233323)'
2sh(t) — 3A(t)sh(t) —3ch(t)
~ 13ch(t) + 2ch(t)A(t)  2sh(t) ‘
= 2sh(t)(2sh(t) — 3A(¢) sh(t)) + 3ch(t)(3 ch(t) + 2 ch(t)A(¢))
= 4sh?(t) — 6A(t) sh?(t)) + 9 ch?(t) + 6 ch?(t)A(t)
= 6A(t) + 9ch?(t) + 4sh?(t)

9 ch?(t) + 4sh?(t)
6
Les coordonnées de C(t) sont alors

On a donc A(t) = —

9ch?(t) + 4sh?(t)

(2ch(t), 3sh(t)) — 13ch’(t) 13 sh3(t)>

(—3ch(t)2sh(t)) = <

6 2 3
o(t) = 13ch®(t)
La développée est ainsi la courbe paramétrée par 1 32sh3 )
y@t) = —————

Corrigé de I’exercice 9

1. x et y sont 2w-périodiques, = est paire et y impaire. On va donc limiter notre étude & [0, 7]
et on obtiendra le support complet par symétrie orthogonale d’axe (Ozx).

Pourt € Ron a

2’ (t) = —3(sin(t)+2sin(2t)+sin(3t)) = —3(2sin(2t) cos(t)+2sin(2t)) = —6sin(2t)(1+cos(t))

16 Bastien Marmeth
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y'(t) = 3(cos(t) + 2 cos(2t) + cos(3t)) = 3(2 cos(2t) cos(t) 4 2 cos(2t)) = 6 cos(2t)(1 + cos(t))

On en déduit le tableau des variations conjointes

' (t) 0 — 0 + 0
7 ~1
) /
3
3 +2v2
o —3+2V2
y'(t) + 0 — 0 + 0

Au voisinage de 7 on a
3

(;8) toom (_01> tE-m3 ((D =y (_0§> +o(t — m)*

Ainsi le point de parameétre m est un point ordinaire.

On en déduit le tracé

Figure .11 — Tracé de la courbe, une sextique de Cayley
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2. La longueur de (C) est

L= %}/$«w2+ymﬂ2dt

:QAW POZ + g (02 dt

=2 /7T \/36 sin?(2t)(1 + cos(t))2 + 36 cos2(2t)(1 + cos(t))2 dt
0

= 2/ 6|1 + cos(t)| dt
0

= 12/ 1+ cos(t)dt
0

=12t +sin(t)]y

=127

(C) est donc de longueur 127
3. PourteRona

1 [—6sin(2t)(1 + cos(t))
?(t) 22ty ()2 < 6 cos(2t)(1 + cos(t))

Et §'(t) = 6(1 4 cos(t)).

)-(). o ()

En posant a(t) = 5 + 2t on a alors ? <Z?§Egg§)))

Ainsi, pour t € R\{n +2kn , k € Z}, on a
o/ (t) 1

10 = 55 = ey Yo ) =3+ Beos(t)

Le centre de courbure C(t) est alors le point de coordonnées

(3cos(t) + 3 cos(2t) + cos(3t), 3sin(t) + 3sin(2t) + sin(3t)) + (3 + 3 cos(t)) (— cos(2t), — sin(2t))
= (3cos(t) — 2cos®(t), 2sin’(t))

La développée est donc paramétrée par

x(t) = 3cos(t) — 2cos®(t)
{y(t)—251n3(t) t € R\{m+2km , k € Z}
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Figure .12 — Tracé de la courbe, une sextique de Cayley, en bleu, et de sa développée, une néphroide, en vert

Corrigé de ’exercice 10

z(t) =t
1. On peut paramétrer I' par pour ¢t > 0.
y(t) =In()
On a alors L
d=1, Y=
D’ou

1 AN NN 1
7<”—ﬁ<;)— tm(;)— = (1)

Dot N(t) = ——. (_tl)

241

On a également s'(t) = \/1 + =
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Alors

e () )

B t 1 ( )
Vit (12 +1)3 \~t
—t
ST N(t)
—t

On a donc y(t) = ——
(t) E 1)

—(t2+1)%
Par conséquent le rayon de courbure est u

Le centre de courbure est alors le point C(t) de coordonnées

2 3 2
(tm(t) — & tl) t21+1(—1,t) _ <t+t :1,111(75)—752_1)

La développée de I est la courbe paramétrée par

2 .

1 .

0 x % % % % % % % T

1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 4+
—9
—3 -
4+
-5 4
-6 4+
_ . —(12+1)%
2. Le rayon de courbure au point de parametre ¢ vaut ———.
2 +1)%
On va étudier la fonction f : ¢ — %
(2t2 — 1)V1+¢2

Pour t >0 ona f'(t) = 2

On en déduit la tableau de variations
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OS‘!—\
[\}

/
\

V2
- : . 1
La valeur absolue du rayon de courbure est donc minimale au point de parametre ﬁ et ce
3
5
minimum vaut —
V2
Corrigé de I’exercice 11
z(t) =t
1. C se parametre par 1 pour t € |0, 1].
y(t) = = ch(nt) 01
n

Sa longueur est alors
1
Le = / Va'(t)?+y(¢)2de

0

1
:/ \/ 1+ sh?(nt) dt

0

1

- /O ch(nt) dt
[sh(nt)] !

sh(n)

0

n

h n __ ,—n
La longueur de C est alors sh(n) . © .
n 2n

2. Pourt € [0,1] on a

T(t) = 1—1—2}12(nt) <Sh(1nt)) = ﬁ (Sh(lnt)>

Diott N(t) = — (_Sh("t)>.

ch(nt) 1
De plus §'(t) = ch(nt).
Ainsi
dr  T'(t)
ds  $'(¢)

=~ (s (ston) * e (o))
1 —nsh(nt)

- ch(nt)? (—n sh(nt)? +n ch(nt)Q)

- ch(711t)3 (_nsr}zl(nt)>

n

= iy O
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ch(nt)?

On a donc ~(t) = "

n
W et donc R(t) =

Le centre de courbure C(t) a alors pour coordonnées

<t,%ch(nt)>+0h(m)2 K (—sh(nt),1) = (t— M,%ch(nt)) - <t— sh(2nt) zch(nt))

n ch(nt) n 2n 'n

I" est ainsi paramétrée par

Figure .14 — Tracé de C en bleu et de I" en vert (n = 2)

8

\.

3. La longueur de I' est

1
L, = / V/ (1 — ch(2nt))2 + 4sh(nt)2 dt
0

1
= / /1 —2ch(2nt) + ch(2nt)2 + 4sh(nt)2 dt
0

— / 1 \/ 1 — 2(ch(nt)? + sh®(nt)) + ch(2nt)2 + 4 sh(nt)2 dt
0

— /1 \/1 — 2ch(nt)? + 2sh*(nt) + ch(2nt)2 dt
0

= /1 vch(2nt)? —1dt
0

= /1 | sh(2nt)|dt
0

= / sh(2nt) dt

_ [(::h(;nt)]:
ch(2n) — 1
2n

ch(2n) —1

I" est ainsi de longueur
2n
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